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Bu makalede, Bach’in “Miizikal Sunu”sundaki kanonlar, Godel’in Eksiklik Teoremi ve Escher’in resimleri,
Garip Dongiiler kavrami altinda incelenmistir.
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Abstract

Dans cet article, on a examiné les canons de 1’ceuvre « L’offrande musicale » de Bach, Théoréme
d'incomplétude de Gddel et les portraits d’Escher dans le cadre de la notion Boucle Etrangés.
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1. BACH

Prusya Krali Biiyiik Frederick 1740 yilinda tahta ¢ikti. Askeri zekasiyla taninmasinin yani
sira, diisiince ve sanat diinyasiyla da yakindan ilgiliydi. Postdam’daki saray1 onsekizinci
yiizy1l Avrupa’sinimn entelektiiel merkezi gibiydi. Oyle ki iinlii matematik¢i Leonhard Euler
yirmibes yilin1 burada gegirmistir. Diger bir¢ok matematik¢i ve bilimcinin yani sira, Voltaire
ve La Mettrie gibi filozoflar da burada bulunmuslardir. Ama Frederick’in gergek aski miizikti.
Hirsly, taninmig bir fliit¢ii ve besteciydi. Yeni gelismekte olan “piano-forte”nin (hafif-giir)
tistiinliiklerini goren ilk sanat koruyucularindan biriydi.' Zamanm 6nde gelen Alman miizik
aletleri yapimcis1 Gottfried Silbermann’mn yaptig1 piyanolardan, Kral’da onbes tane oldugu
sOylenir.

Resim 1: Adolph von Menzel’in Postdam sarayinda bir oda miizigi konseri resmi

Frederick, yalnizca piyanolarin degil, Johann Sebastian Bach adli bir orgcu ve bestecinin
de hayraniydi. Bach’in oglu, Carl Philipp Emanuel Bach, sarayda koro sefiydi. Frederick,
ihtiyar Bach’in gelip kendisini ziyaret etmesinden nasil da memnunluk duyacagini Philipp
Emanuel’e siirekli ima ediyordu. Dogru bir 6ngoriiyle, Bach’in Silbermann piyanolarini
denemesini istiyordu. Frederick, aksamlar1 sarayimda oda miizigi konserleri diizenlemeyi adet
edinmisti. Kendisi de genellikle bu konserlerde bir fliit kongertosunun solisti olurdu. Yine

! Piyano, klavsenin degistirilmis bir bicimi olarak onsekizinci yiizyilin ortalarinda gelistirildi. Klavsenle pargalar
tek dize bir sekilde galinabiliyordu. Bir notayi digerinden daha giir ¢cikartmak olanaksizdi. “Hafif-glir” adindan
da anlasilabilecegi gibi bu sorunu ¢ozdi.



boyle bir konserin oldugu 1747 Mayis aksami, konser dncesi Frederick’e, gelen yabancilarin
listesi getirildi. Ihtiyar Bach nihayet gelmisti. Frederick ¢ok heyecanlandi ve Bach’1 hemen
saraya cagirdi. Bach’in en eski biyografi yazarlarindan biri olan Johann Nikoloaus Forkel
Oykiiyl sOyle anlatir:

Kral, o aksamlik konserinden vazgecip o zaman gercekten Ihtiyar Bach
denilen Bach’dan, Silbermann’in yapti§1 ve sarayin c¢esitli odalarina
konusmus olan pianoforteleri denemesini istedi. Miizisyenler onunla birlikte
oda oda gezdiler ve Bach her yerde piyanolar1 denemeye ve Onceden
tasarlanmamis besteler calmaya davet edildi. Bir siire devam ettikten sonra,
higbir hazirligi olmadan aninda ¢almak i¢in Kral’dan kendisine bir Fiig
konusu vermesini istedi. Kral konusunun doga¢lamadan ustaca ¢alinmasindan
hayranlik duyarak ve herhalde sanatin nereye varabilecegini gérmek i¢in, alt1
zorunlu sesli bir Fiig dinlemek istedigini sdyledi. Ancak her tema bdyle bir
armoniye uygun olmayacagi i¢cin Bach kendisi bir konu seg¢ti ve aninda
Kralinkindeki kadar gorkemli ve usta bicimde ¢alarak orada bulunan herkesi
sagirttt. [1]

Majesteleri org calisini da dinlemek istedi. Bu nedenle ertesi giin Silbermann’in
fortepianolarini oldugu gibi, Bach Postdam’daki biitiin orglar1 ¢aldi. Daha sonra Leipzig’e
dondii. Burada Kral’dan aldig1 konuyu, ii¢ ve alt1 parti halinde besteledi, siki1 bir kanon igine
yapay bolimler ekleyerek “Musikalisches Opfer” [Miizikal Sunu] ad1 altinda Kral Frederick’e
adad1.

1.1 Miizikal Sunu

Bach’m, dogaglama olarak ¢aldig1 alt1 sesli fiigiin ne kadar olagandis1 oldugu suradan
anlasilir: Bach’mn “Iyi Diizenlenmis Klavye*sinin tamaminda kirk sekiz Preliid ve Fiig varken,
yalnizca ikisinde bes ses bulunmaktadir ve alt1 sesli hi¢bir fiig parcast yoktur. Alt1 sesli bir
fiiglin dogaglama calinmasi, gozleri bagli olarak ayni anda altmis satrang karsilagsmasi
yapmaya ve hepsini kazanmaya benzetilebilir.[2] Bach’in Kral Frederick’e gonderdigi
kopyada, miizik baslamadan 6nceki sayfada asagidaki yazi yer aliyordu:’
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Resim 2: Bach’m RICERCAR akrostisi

% Bach’in prelud ve fuglerden olusan, iki kitaplik 24 parcalik bir yapiti.

3 Tirkge: Kral'in Emriyle, Sarki ve Kalani Kanon Sanatiyla Coziimlenmistir.



Bach burada, yalnizca “kanonlarla™ degil, “miimkiin olan en i1yi bicimde” anlamma gelen
“kanonik” sdzciigiiyle kelime oyunu yapmustir. Yazinin bas harfleri RICERCAR, italyanca
bir s6zctiktiir ve “aramak” anlamma gelir. Ve kesinlikle Miizikal Sunu’da daha aranacak ¢ok
sey vardir. Miizikal Sunu, bir ti¢lii fiig, bir alt1 sesli fiig, on kanon ve bir tiglii sonattan
olugsmustur. Miizik uzmanlar1 ii¢ sesli fiigiin, 6zlinde, Bach’in Kral Frederick i¢in dogaglama
caldigiyla ayn1 olmasi gerektigi sonucuna varmislardir. Alt1 sesli fiig, Bach’in en karmagik
yaratilarindan biridir ve temasi elbette, Kraliyet Temasidir.
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Resim 3: Kraliyet Temast

Bu tema oldukg¢a karmasiktir, ritim agisindan diizensiz ve son derece kromatiktir.* Bu temay1
esas alarak iki sesli basit bir fiig yazmak bile, ortalama bir miizisyen i¢in kolay degildir.

Miizikal Sunu’daki iki fiig de “Fuga” olarak degil “Ricercar” diye tanimlanmustir.’Bugiin
Ingiltere’de de benzer bir kullanim vardir: “rechercé” sozliik anlamiyla aramaktir, ancak
ezoterik ya da ince zevk gerektiren gibi anlamlara da sahiptir. Uclii sonat, fiig ve kanonlarin
katiligindan sonra gelen hos bir rahatlama yaratir ¢linkii ¢ok uyumlu ve tathdir, dans bile
edilebilir. Ancak o da biiyiik oranda kromatiktir ve biiyiik dl¢iide Kraliyet Temasi’na dayanur.
Miizikal Sunu’daki on kanon ise Bach’in kanonlar1 arasinda en ince islenmis olanlaridir.
Ama, ilgingtir ki, Bach bunlar1 hi¢cbir zaman tamamiyla yaziya dokmemistir. Bu kasith
yapilmistir. Bunlar, Kral Frederick’e bulmacalar halinde sunulmustur. Ustalikli birkag
ipucuyla birlikte tek bir tema verip bu tema tizerine kurulan kanonun bir bagkasi tarafindan
“kesfedilmesi” o giinlerin yaygin bir miizik oyunuydu. Kraliyet Temasi, Miizikal Sunu’nun
TOE’sidir®. Bir anlamda, biitiin yapit1 besleyen temeldir. Miizikal Sunu, bu tema {izerine
kurulmustur ve her seyin acgiklamasi burada gibidir.

* icinde anahtara ait olmayan tonlarla dolu melodi.

“Ricercar” simdi “Fug” olarak bilinen mizik formunun orijinal adidir. Bach’in zamaninda “Flig” s6zcugii

standartlagmisti, ama “Ricercar” terimi de kullanilmaktaydi ve artik fiiglin, belki de siradan kulaga son derece
entelektiel gelebilecek kati bir tlirtiinii betimlemekteydi.

6 Theory of Everything: Her Seyin Teorisi, kuvvetli etkilesim, elektromanyetik etkilesim, zayif etkilesim ve kitle
cekim etkilesimi olmak lizere dort temel etkilesimden hareket ederek, bu etkilesimler igin gerekli olan degis
tokus bozonlarini da her bir etkilesim tiirt igin farkli 6zellikleri ile s6z konusu siniflandirmaya dahil eden
standart modelin aslinda tek bir ortak ¢ati altinda toplanabilecegi fikrinden yola gikar.



1.2 Kanonlar ve Fiigler

Kanonun ana fikri tek bir temanin kendisine karsi calinmasidir. Bu, temanim, degisik
sesler tarafindan c¢alinarak “kopyalanmas1” yoluyla yapilir. Ancak bunu yapmanin bir¢ok yolu
vardir. Biitiin kanonlarin en basiti, “Three Blind Mice”, “Row, Row, Row Your Boat” ya da
“Frere Jacques™ gibi rondlardir. Burada, tema birinci sesle girer ve sabit bir siire gegtikten
sonra, tamamiyla ayn1 anahtardan onun “kopyas1” girer. Ikinci ses icin de ayn1 sabit siire
gectikten sonra iigiincii ses ayni temayla girer ve boyle devam eder. Bu sekilde ¢cogu tema
kendisiyle armonik uyum saglamayacaktir. Bir temanim kanon temasi olarak islenebilmesi
icin, notalarin her birinin ikili (veya li¢lii, dortlii) rol iistlenebilmesi gerekir: Ilk olarak bir
ezginin pargasi olmali, ikinci olarak da ayni ezginin bir armonizasyonunun parcasi olmalidir.
Ornegin ii¢ kanonik ses oldugunda, temanim her bir notasi, ezgisel bir role sahip oldugu gibi
iki garkli armoni i¢inde de yerini almalidir. Dolayisiyla, bir kanondaki her bir notanin tek bir
miizikal anlam1 yoktur; dinleyicinin kulagi ve beyni baglama basvurarak, uygun anlami
otomatik olarak kavrar.

Bunun yani sira, kanonlarm ¢ok daha karmasik ¢esitleri vardir. Karmasikligi arttiran ilk
adim, temanin “kopyalar’”nin yalnizca zaman araliklariyla degil farkli perdelerle
sOylenmesiyle atilmaktadir; boylece, birinci ses temay1 sdylemeye Do sesiyle girdiginde,
ikinci ses birinci sesle iist iiste binerek, ama dort nota yliksekten baglayarak Sol sesiyle ayni
temay1 sOyler. Yine dort nota yliksekten Re sesiyle baglayan iigiincii ses, ilk ikisiyle tist {liste
binebilir. Karmasikligin ikinci adimi farkl: seslerin hizlari esit olmadiginda ortaya ¢ikar;
boylece ikinci ses birinci sesin iki kat1 hizli veya iki kat1 yavas olabilir. Ilkine eksiltme,
ikincisine arttirma denir, ¢iinkii tema biizlilmiis ya da genlesmis gibi goziikiir.

Kanon kurulusunda, karmasikligim sonraki adimi temay1 ¢evirmedir; bu, orijinal temanin
yukari ¢iktig1 yerde, tamamen ayni1 sayida yarim tonlar kullanilarak, ezginin asag1 inmesi
anlamina gelir. Bu oldukga tuhaf bir ezgi doniisiimiidiir, ancak ¢ok sayida ¢evrik tema
dinlendigi zaman ¢ok dogal gelmeye baslar. Son olarak, “kopyalar”m en ezoterigi ters yonde
olan kopyadir, tema zaman i¢inde sondan basa dogru ¢alnir. Bu hilenin kullanildig1 kanon,
yengecin yiirliylisiiniin 6zelligi nedeniyle yenge¢ kanonu diye adlandirilir. Her tiir “kopya”nin
asil temadaki biitlin bilgiyi muhafaza etmesi, temanm her bir kopyadan tamamiyla yeniden
elde edilebilir olmas1 6nemlidir. Boyle bilgiyi koruyan doniistime esbicimlilik (ing:
isomorphism) denir.”

Bazen kanon formumun sikiligimin gevsetilesi istenebilir. Armoninin daha akic1 olmast
icin, kusursuz kopyalamadan hafif sapmalara izin verilebilir. Baz1 kanonlar ise “serbest”

7 Esbicimlilik matematikte, topoloji, cebir, geometri gibi birgok alanda karsilasilan bir kavramdir. Eger iki “yap1”
arasinda, bazi 6zelliklere sahip bir fonksiyon tanimlanabiliyorsa, bu iki yapi birbirine izomorfiktir denir. Ornek
olarak, Mandelbrot kiimeleri, ya da genel anlamda fraktallar diistinilebilir.



seslere sahiptir, bunlar kanonun temasuyla ilgili olmayan, ama kanondaki birbirleriyle uyumlu
diger seslerle biiyiik oranda uyumlanabilen seslerdir.

Miizikal Sunu’daki kanonlarin her biri Kral’in Temasinin farkli bir ¢esitlemesini tema
olarak alir ve kanonlar1 karmasik hale getirmek i¢in biitiin bu oyunlar sonuna kadar kullanilir;
aslinda kimi zaman hepsi birlestirilerek kullanilir. Boylece, ii¢ sesli kanonun biri “Canon per
Augmentationem contrario Motu” diye adlandirilir; diger ikisi arttirma ve ¢evirme oyunlarini
kullanarak asag1 ve yukar1 perdeden kanona uygun bi¢cimde salinirken ortadaki ses serbesttir,
aslinda tam olarak Kraliyet Temas1’n1 sdyler. Bir digeri, giz dolu bir ada sahiptir: “Quarendo
invenietis” (“Arayin bulacaksiniz”). Biitiin kanon bulmacalar1 ¢oziilmiistiir. Ama yine de
aranmasi gereken ¢ok sey olabilir.

Fiig ise kanona benzer; genellikle farkli seslerde ve farkli anahtarlarda, bazen de farklh
hizlarda, bas asag1 ya da geri geri ¢alinan bir tema {lizerine kurulur. Bununla birlikte, fiig
kavrami kanondan daha esnektir ve dolayisiyla daha duygusal ve sanatsal anlatimlara imkan
verir. Fiigli agiga vuran isaret baglama bi¢imidir: tek bir ses temay1 sdyler. Bu bittiginde, ya
dort nota tistten ya da ii¢ nota alttan ikinci ses girer. Bu sirada birinci ses “karsi-konu”’yu
sOyleyerek devam eder: bu, konuyla ritmik, armonik ve melodik karsitlik olusturacak bigimde
secilmis ikincil bir temadir. Seslerin her biri sirayla, diger sesler bestecinin zihnine dogan
fantastik seyleri seslendirirken, genellikle kars1 konuyu sdyleyen baska eslerin esliginde
temay1 sOyler. Biitiin sesler girdiginde higbir kural kalmaz. Elbette baz1 6l¢iitler vardir ancak
fiig bestelemek i¢in hazir bir formiil yoktur. Miizikal Sunu’daki iki fiig asla “formiille
bestelenemeyecek™ fliglerin siradig1 6rnekleridir. Bunlarda, salt “Fiigalite”’den daha derin bir
seyler vardir. Biitlin olarak Miizikal Sunu, Bach’in kontrpuandaki iistiin basarilarmin bir
gostergesidir. Bir¢ok fikir ve bigimin birlikte oriildiigii, eglenceli ¢ifte anlamlarin ve ince
anigtirmalarm bolca bulundugu, biiytik bir entelektiiel fligdiir. Ve insan anlaginin sonsuza dek
degerli kalacak son derece giizel bir yaratisidir.

1.3 Bitimsizce Yiikselen Kanon

Miizikal sunuda siradisi olan bir kanon vardir. Basit¢e “Canon per Tonos” diye
adlandirilmistir ve ti¢ sese sahiptir. En iist ses Kraliyet Temasi’nin bir ¢esitlemesini sdylerken,
altindaki iki ses, ikinci bir tema iizerine kurulu kanonik bir armonizasyon saglar. Iki sesten
daha asagida olan1 temasin1 Do mindrden (biitiin olarak kanonun anahtaridir) sdyler ve
yukarida olani ayni temayi ses araligi yukariya dogru bir besli aralikla degistirilmis halde
sOyler. Bu kanonu digerlerinden farkli kilan ise bittigi zaman —ya da daha ¢ok bitmis gibi
goriindiigiinde- artik Do mindrde degil Re mindrde olusudur. Bach, nasil olduysa dinleyicinin
burnunun dibinde anahtar degistirmeyi becermistir. Ve bu “bitis” yumusak bir bigimde
yeniden baslangica baglanacak sekilde kurulmustur; boylece islem tekrarlanip bu sefer de Mi
anahtarina varilir ve bu da gene baslangica baglanir. Bu ardisik modiilasyonlar kulag: giderek



tonalitenin uzak diyarlaria gotiiriir. Ve boyle birka¢c modiilasyondan sonra baslangi¢
anahtarindan ¢ok uzaklara gidilecegi umutsuzca beklenebilir. Ama sihirli bir bigimde, tam alt1
modiilasyondan sonra baslangictaki Do mindr anahtar1 ortaya ¢ikiverir. Biitiin sesler,
baslangictakinden tam bir oktav yukaridadir ve burada par¢a miizik agisindan kabul edilebilir
bigimde kesilebilir. Bach’in niyetinin de bu oldugunu diisiiniirsiiniiz; ama Bach kuskusuz bu
siirecin sonsuza dek gidebilecegi izlenimini vermekten hoslanmaktaydi; sayfanin kenarma
“Modiilasyonlar yiikseldik¢e Kral’m gorkemi de yiikselir” diye yazmasinin nedeni belki de
budur. Bach bize bu kanonda, Garip Dongiiler kavraminin ilk 6rnegini vermistir. Garip
Dongii goriingiisii, hiyerarsik bir dizgenin diizeyleri i¢inde yukar1 veya asagi dogru hareket
edildiginde her seferinde kendimizi aniden basladigimiz yere geri donmiis olarak
buldugumuzda ortaya ¢ikar. Burada dizge, miizik anahtarlar1 dizgesidir. Garip Dongiiler
temasi, bircok dalda oldugu gibi Gédel’in Eksiklik Teoremi ile de karsimiza ¢ikar.

Resim 4: Mandelbrot kiimeleri. Olgek defalarca (sonsuza degin) “biiyiitiilerek” resme daha ince ayrmntilara
bakildiginda farkli 6lgeklerde diizenli “kopyalarin”, benzerliklerin (“izomorfizmalarin™) var oldugu goriiliir.



2. GODEL

2.1 Godel’in Eksiklik Teoremi

Bach’da gordiigiimiiz Garip Dongii 6rneginde sonlu ve sonsuz arasinda bir ¢atisma, ve
bundan kaynaklanan giiclii bir paradoks duygusu vardir. Sezgisel olarak burada matematiksel
bir seyler vardir. Gergekten de ylizyilimizda, ¢ok biiyiik yankilar uyandiran matematiksel bir
karsilig1 kesfedilmistir. Ayni1 Bach’in dongiilerinde (miizik dizilerinde) oldugu gibi ¢ok basit
ve eski sezgilere bagvurmasi gibi, Kurt Godel tarafindan kesfedilen matematik dizgeleri
icindeki Garip Dongii’niin kokeninde de basit ve eski sezgiler bulunur. En agik bigimiyle,
Godel’in kesfi, felsefedeki eski bir paradoksun matematik terimlerine ¢evrilmesidir. Paradoks,
Epimenides paradoksu veya yalanci paradoks olarak bilinir. Epimenides 6liimsiiz bir tiimce
sOylemis bir Giritliydi: “Biitiin Giritliler yalancidir.”. Bu 6nermenin carpici bir versiyonu
basit¢e “Ben yalan sdyliiyorum” ya da “Bu 6nerme yanlistir”’dir. Biz, daha genel olmasi
acisindan ikinci ifadeyi tercih edecegiz. Bu 6nermenin yanlis ya da dogru oldugunu
sOyleyemeyiz. Clinkii, dnermenin bir an i¢in dogru oldugunu diisiiniirseniz aninda geri teper
ve size yanlis oldugunu diisiindiirir. Ama yanlis olduguna karar verdiginizde de, benzer bir
geri tepmeyle sizi onun dogru olmasi gerektigi diisiincesine dondiiriir.®

Godel’in kesfettigi, Epimenides paradoksunun matematikle iliskisidir. Onun diisiincesi
matematiksel usavurmayi kesfetmek i¢in matematiksel usavurmay1 kullanmakti. Bu kavram,
matematigin “i¢e bakisl” oldugunu kanitladi ve belki de bunun en zengin icerimi Gédel’in
buldugu seydi: Godel’in Eksiklik Teoremi. Teorem bir inciye, ispatlanma yontemi de
istiridyeye benzetilebilir. Ince pariltis1 ve yalmhigiyla deger kazanir; istiridye ise i¢ organlar:
bu gizemli bigcimde degerli tasi olusturan karmasik bir hayvandir. Teorem, 1931 yilinda
“Principia Mathematica ve Benzeri Dizgelerin Bigimsel Olarak Karar Verilemeyen
Onermeleri Uzerine” baslkli makalesinde VI. Onerme olarak ortaya ¢ikar ve basitge sdyle
der:

Say1 kuraminin biitiin tutarli ilksavli formiilasyonlar: karar verilemeyen 6nermeler igerir.’

Inci budur.

8 . . .. o o . . v

“Bu 6nerme yanlistir” énermesinin dogru oldugunu kabul edelim, o halde, 6nerme dogrudur. Ancak,
dnermenin yanlis oldugunu biliyoruz. O halde 6nerme dogru olamaz. Onerme yanlissa, “Bu 6nerme yanlistir”
onermesi yanlistir, o halde 6nerme dogrudur. oo

° Orijinal climle: “In jedem formalen System der Zahlen, das zumindest eine Theorie der Arithmetik
der naturlichen Zahlen (N) enthalt, gibt es einen unentscheidbaren Satz, also einen Satz, der nicht beweisbar
und dessen Negierung ebenso wenig beweisbar ist.”



Godel’in ikinci Eksiklik Teoremi birincisinden de felsefidir. Bu teoreme gore, dogal
sayilar1, toplamay1 ve ¢carpmay1 anlayacak giicte olan bir matematik sistemi hi¢cbir zaman
kendisinin ¢eligkisiz oldugunu kanitlayamaz. Bu teorem, matematigin celiskili ya da celigkisiz
oldugunu sdylemiyor, sadece ¢eliskisiz oldugunun kanitlanamayacagini soyliiyor.
(Matematigin ¢eliskili oldugu —eger matematik celiskiliyse elbette- kanitlanabilir; bunun i¢in
matematikte bir ¢eliski bulmak ya da 0=1 esitsizligini kanitlamak yeterlidir.) Godel’in bu
teoremi Oylesine siirprizdi ki, 1930’da Koningsberg’de bu konuda ilk konugmasini verdiginde,
kimse bu teoremin tam olarak ne anlama geldigini anlayamadi. Hatta biiyiik mantik¢1
Bertrand Russell bile saskina donmiistiir ki “Ne yani 2+2’nin artik 4 degil de 4,001 oldugunu
mu diistinecegiz?” demistir. Elbette, Godel’in bu teoremi matematikg¢ilerin ugras dallarma
olan sonsuz giiveni kirmistir. Ote yandan, bu teorem gergege sadece bicimsel olarak ve
mantikla ulagilamayacagini kanitlayarak, insanlarin bilgisayarlardan en azindan bu konuda
daha tstiin olduklarini géstermistir.[3]

2.2 Godel’in insaas

Godel’in Eksiklik Teoremi, aynt Epimenides paradoksunun dilin kendine-géndergeli bir
onermesi olmasi gibi, kendine-gondergeli bir matematiksel dnermeye yazmaya dayanir. Ama
dil i¢inde dil hakkinda konusmak ¢ok basitken, sayilar hakkindaki bu 6nermenin kendisi
hakkinda nasil konusabildigini anlamak o kadar kolay degildir. Ger¢ekten, kendine-
gondergeli 6nermelerle say1 kurami arasinda baglant1 kurmak deha isidir.

Matematiksel 6nermeler —biz sayilar kuramina ait olanlar iistiine yogunlasalim- tam
sayilarin 6zellikleri hakkindadir. Tam sayilar ne 6nermeler, ne de onlarin 6zellikleridir.
Sayilar kuraminin bir 6nermesi, sayilar kuraminin bir 6nermesi hakkinda degildir; yalnizca
sayilar kuraminin bir 6nermesidir. Problem budur, ama Gddel burada gbze ¢arpandan
fazlasmin oldugunu kavramisti. Godel, sayilar kuraminin bir 6nermesinin sayilar kurammin
onermesi hakkinda (hatta belki de kendi hakkinda) olabilecegini anlamist, yeter ki sayilar bir
bicimde dnermelerin yerine durabilsin. Bir bagka deyisle kod kavrami onun ingasinin can alici
noktasidir. Genellikle “Gddel sayilastirmast” diye adlandirilan Gédel Kodu’nda sayilar,
simgelerin ve simge dizilerinin yerine durur. Bu yolla, sayilar kurammin her 6nermesi, belirli
simgelerin dizisi olarak, bir Gédel sayis1 alir; gonderimi saglayan telefon numarasi ya da
trafik plakasi gibi. Bu kodlama hilesi, say1 kurami 6nermelerinin iki farkl diizeyde
anlagilmasina imkan verir; say1 kuraminin 6nermeleri olarak ve say1 kurami 6nermeleri
hakkinda 6nermeler olarak.

Godel bu kodlama yontemini bulduktan sonra, Epimenides paradoksunu bir say1 kuramsal
bi¢cimselcilige tasima yolunun ayrintisi lizerinde ¢alisti. Son Epimenides 6nermesi, “Bu say1
kurami 6nermesi yanlistir” demiyor, daha ¢ok “Bu say1 kurami 6nermesinin higbir ispat1
yoktur” diyordu. Bu biiyiik karigikliklara yol agabilir ¢iinkii genel olarak “ispat” kavramindan
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ne anlasildig oldukca belirsizdir. Gergekten de Godel ¢aligsmasi, matematikgilerin ispatlarin
ne oldugunu ag¢iklamak i¢in giristikleri uzun ¢abalarin yalnizca bir pargasiydi. Unutulmamasi
gereken onemli nokta, ispatlarin, 6nermelerin sabit dizgeler i¢indeki tanilanmalar1 oldugudur.
Godel’in calismasin, ispat sozciigiiniin gondermede bulundugu sabit sayi-kuramsal usavurma
dizgesi, Bertrand Russell ve Alfred North Whitehead’in 1910-1913 yillar1 arasinda
yayimlanan dev eseri Principia Mathematica’dir. Bundan dolayi, Godel tiimcesi G’nin soyle
yazilmasi daha uygundur:

Sayilar kuraminin bu 6nermesinin Principia Mathematica dizgesi i¢inde higbir ispat1 yoktur.

Epimenides 6nermesi ne dogru ne de yanls oldugu i¢in bir paradoks yaratirken, Godel
tiimcesi G de (Principia Mathematica i¢ginde) ispatlanamadigi halde dogrudur. Biiyiik sonug?
Principia Mathematica dizgesi “eksikli”’dir — ispatlama yontemlerinin tanitlayamayacak kadar
zayif kaldig1 dogru say1 kurami 6nermeleri vardir.

Principia Mathematica bu darbenin ilk kurbani olmussa da kuskusuz sonuncusu degildi.
Godel’in makalesinin basligindaki “ve Benzeri Dizgeler” deyisi bunu anlatiyor; ¢linkii
Godel’in vardig1 sonug Russell ve Whitehead’in ¢alismasinda yalnizca bir kusuru belirtseydi,
o zaman bagkalar1 bu ¢alismay gelistirip G6del’in Teoremi’ni ciiriitebilirlerdi. Ancak bu
miimkiin degildi: Godel’in ispati, Whitehead ve Russell’in 6nlerine koyduklar: amaclar1
gergeklestirme iddiasinda bulunan her ilksavli dizge i¢in gecerliydi. Ve her bir farkh dizge
icin ayn1 temel yontem isliyordu. Kisacasi, Godel, hangi ilksavli dizge s6z konusu olursa
olsun, ispatlanabilirligin dogruluktan daha zayif bir kavram oldugunu gdosterdi.
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3. ESCHER

Garip Dongiiler kavraminin en giizel ve giiglii gorsel ifadesi, 1898 — 1971 yillar1 arasinda
yasamis Hollandali grafik sanat¢ist M. C. Escher’in eserlerinde bulunur. Escher tim
zamanlarin entelektiiel agidan en uyarici kimi ¢izimlerin yaraticisiydi. Bunlarin ¢cogunun
kaynaginda paradoks, yanilsama ya da ¢ifte anlam vardir. Escher’in ¢izimlerinin hayranlar1
arasinda ilk siray1 matematikgiler alir; ¢cizimleri gogunlukla simetri veya oriintii gibi
matematik ilkelerine dayandiklari i¢in bu oldukca anlasilabilir bir seydir. Yine de tipik bir
Escher ¢iziminde simetri veya Oriintiiden daha fazlas1 vardir; cogunlukla sanatsal form iginde
gergeklestirilmis halde altta yatan bir diistince bulunmaktadir. Ve 6zellikle de Garip Dongiiler,
Escher’in eserlerinde en sik yinelenen temadir. [4]

Resim 5: i. Caglayan, M.C.Escher (tasbaski, 1961).
ii. Cikis ve Inis, M.C.Escher (tasbaski, 1960).

Ornegin, Resim 5i’teki Caglayan tasbaskisinin alt1 adiml1 bitimsizce diisen dongiisiiyle,
“Canon per Tonos™un alt1 adiml1 bitimsizce yiikselen dongisiinii karsilastirin. Goriis
benzerligi dikkat ¢ekicidir. Bach ve Escher tek bir tema iistiinde iki farkli “anahtar’la
oynarlar; miizik ve resim.

Escher Garip Dongiileri birkag farkli yoldan gergeklestirmistir ve bunlar dongiiniin
sikligina bagli olarak diizenlenebilirler. Kesislerin sonsuza dek dongiiler iginde zahmetle
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yiirtidiikleri Crkws ve Inis adli tasbaski (Sekil 5ii), baslangic noktasma yeniden dénene kadar
bir¢ok adim igerdiginden en gevsek cesitlemedir. Caglayan ise, biraz 6nce gézlemledigimiz
gibi, yalnizca alt1 ayr1 adim icerdiginden siki bir dongiidiir. '

Sekil 6: i. Birbirini Cizen Eller, M.C. Escher (tagbaski1, 1948).
ii. Resim Galerisi, M.C. Escher (tagbaski1, 1956)

Dongilimiizii sikilastirdikea, iki elin birbirini ¢izdigi olaganiistii Birbirini Cizen Eller’e geliriz:
iki adimli Garip Déngii. Son olarak biitiin Garip Dongiilerin en sikisi Resim Galerisi’nde"!
gergeklesmistir: kendini igeren bir resim resmi. Yoksa kendini igeren bir galerinin resmi mi?
Ya da kendini igeren bir kentin mi? Ya da kendini i¢eren bir geng adamin mi1?

Garip Dongiiler kavraminda ortiik olarak sonsuzluk kavrami vardir, ¢linkii bir dongii sonu
olmayan bir siirecin sonlu bir bigimde temsil edilmesi yolundan bagka nedir ki? Ve Escher’in
cizimlerinin ¢ogunda sonsuzluk biiyiik bir rol oynar. Cogunlukla i¢ ice gegen tek bir temanin
kopyalari, Bach’in kanonlarinin gorsel benzerleridir. Bu tiir oriintiilerden bazilar1 Escher’in
uinlii Baskalasim baskisinda goriilebilir. Bu biraz “Bitimsizce Yiikselen Kanon’a” benzer:
baslangi¢ noktasindan gittikce uzaklasir ve aniden geri doner. Baskalagim’m ve diger
resimlerin pargali diizlemlerinde, sonsuzluk anistirmalari zaten mevcuttur. Ancak Escher’in

1% Aslinda bu iki eserdeki yanilsama Escher tarafindan degil, 1958 yilinda ingiliz matematikci Roger Penrose
tarafindan yaratiimistir. Bu imkansiz obje (li¢ boyutta) 4 adet hepsi asagi inen merdivenin 90 derecelik agilarla
birlestirilmesiyle olusur. Ne kadar yukari ¢ikarsaniz gikin yiksekliginiz degismez.

" Escher, bu resmin ortasinda bilinmeyen bir nedenden dolayi beyaz bir bosluk birakmistir. Bu “eksiklik” ten
rahatsiz olan matematik¢i Hendrik Lanstra, eliptik egrileri kullanarak resmi tamamladi. Resmin bu hali igin:
http://img263.imageshack.us/img263/2972/printgallerythumb19.jpg
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diger ¢izimlerinde sonsuzlugun daha
kural tanimaz goriintiileri ortaya
¢ikabilir. Ornegin, bir ¢izimdeki bir
diizey fanteziyi veya imgelemi temsil
ediyor olarak goriinebilir; bir bagka
diizey ise gergeklik olarak anlasilabilir.
Bu iki diizlem tek belirtik olarak
resmedilmis diizeyler olabilir. Ama bu
iki diizeyin salt varlig1 izleyiciyi
kendilerini de bir baska diizeyin parcasi
olarak gormeye davet eder; ve bu
adimm atilmasiyla izleyenin, Escher’in
iistii kapali diizey zincirini gormesi
kag¢imilmazdir. Burada her bir diizeyin
iistiinde bir diger daha biiyiik
“gerceklik” diizeyi vardir ve yine
benzer bigimde, her zaman, oldugundan
“daha imgesel” bir alt diizey vardir. Bu
kendi i¢inde tirkiitiicti gelebilir. Bununla
birlikte, diizey zincirleri dogrusal degil
de dongii olustursa ne olur? Bu
durumda gergek nedir, fantezi nedir?
Escher’in dehasi, izleyenleri sanki
iclerine davet ettigi yar1 gercek, yar1
mitik, diizinelerce diinyay1, Garip
Dongiilerle doldurulmus diinyalari,
yalnizca icat etmekle kalmayip
gergekten resmedebilmesidir.
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